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ABSTRAK

Penelitian ini berfokus pada pelabelan super anti-ajaib dari graf planar tipe (a, b, ¢). Akan
ditunjukkan bahwa suatu kelas dari graf planar yang didefinisikan menggunakan graf
lengkap dan suatu kelas dari graf planar yang didefinisikan menggunakan graf bipartit
lengkap adalah (1,1, 0) dan (1, 1, 1) super anti-ajaib dengan keadaan tertentu.

Graf bipartit lengkap, graf lengkap, graf planar, pelabelan super anti-ajaib

dari graf planar yang diperoleh dinotasikan dengan Pl,
dan mengandung jumlah maksimum dari sisi-sisi yang

Kata kunci :
(1,1, 0), pelabelan super anti-ajaib (1, 1, 1).
PENDAHULUAN
Diberikan G suatu graf bidang, berhingga,

sederhana, tak berarah, dan tak terhubung, dengan
himpunan titik V, himpunan sisi E, dan himpunan muka
F. Pelabelan graf adalah fungsi yang memetakan elemen-
elemen pada graf ke himpunan bilangan (umumnya
bilangan bulat positif atau tak negatif).

Pada penelitian ini, dibahas pelabelan total, yaitu
pelabelan dengan domain V U E dan pelabelan dengan
domain VUE UF, disebut pelabelan (1,1,1). Secara
formal pelabelan total merupakan fungsi bijektif

AVUE - {12,..,|VI+|E|}.

Bobot muka dari pelabelan merupakan jumlahan
dari semua label (jika ada) yang dimiliki oleh muka, sisi-
sisi, dan titik-titik yang mengelilinginya.

Pelabelan pada suatu graf bidang G disebut d-muka
anti-ajaib, jika untuk setiap bilangan s, himpunan dari
bobot muka dengan s-sisi, ws = {as,a;+d,a, +
2d, ..., a5 + (f; — 1)d} untuk suatu bilangan bulat a; > 0
dan d = 0, dimana f; adalah banyak muka dengan s-sisi.
Pelabelan tersebut dikatakan super, jika label terkecil
yang mungkin muncul pada titik-titik.

Sebuah kelas dari graf planar dapat diperoleh dengan
cara menghilangkan beberapa sisi dari graf lengkap. Kelas

mungkin dalam suatu graf planar dengan n titik.

Didefinisikan kelas graf planar lain yang diperoleh
dari graf bipartit lengkap K, ,, dengan m,n = 3 dengan
menghilangkan beberapa sisi untuk menjadikannya graf
planar, disebut kelas planar bipartit dan dinotasikan
dengan Pl,, ,. Graf Pl,, , mempunyai jumlah maksimum
sisi yang mungkin untuk suatu graf bipartit planar.

Penelitian ini difokuskan pada pelabelan super anti-
ajaib pada kelas Pl,, dan Pl,, ,, dari graf planar.

TINJAUAN PUSTAKA

Dalam [2]. [3], dan [5], diberikan definisi-definisi serta
teori yang penulis gunakan dalam penulisan ini. Dalam
[1], [5], dan [6], diberikan pelabelan-pelabelan lain yang
telah diteliti sebelumnya. Dalam [6], Tilukay, dkk.
memberikan pelabelan total super d-muka anti-ajaib dari
hasil korona dari graf pohon dengan r buah graf lintasan.
Dalam [4], Ramanjaneluyu memberikan pelabelan pada
graf yang sama namun belum umum untuk setiap graf
sehingga penulis mendefinisikan pelabelan lain yang
menyempurnakannya.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Kelas Pl,,,, dari Graf Lengkap

Misal K, graf lengkap dengan n titik V, = {1,2,...,n}.
Kelas dari graf PL, memiliki himpunan titik 1, dan
himpunan sisi E,=EMK,)\{(k,):3<k<n,
k+2<1<n}

Graf Pl,, dapat dideskripsikan sebagai berikut:

1. Letakkan titik vy, v,,..,v,_, pada garis vertikal
dengan v, di paling bawah, dan v, _, di paling atas.

2. Kemudian letakkan titik v,_, dan wv, pada
garis horizontal dengan v, _; berada di sebelah
kiri v,, sedemikian sehingga titik-titik v, , v,_q,
dan v,,_, membentuk muka segitiga (lihat Gambar
1).

Sisi-sisi dari graf Pl,, sekarang dapat digambarkan tanpa
ada sisi yang saling berpotongan. Setiap muka pada graf
ini panjangnya 3.

v

n—1 g -V

Gambar 1. Graf Pl,

Teorema 3.1.
Graf Pl, dengan n =5 memiliki
anti-ajaib tipe (1,1,0).

pelabelan  super

Bukti.
Diberikan suatu kelas planar PL,(V,E) dengan n titik,
yaitu vy, v,, ..., v, dan 3n — 6 sisi. Didefinisikan fungsi
bijektif f:VUE — A,dengan A ={12,..,4n — 6}
sebagai berikut :
Pelabelan titik :
fw)=i,untukl1<i<n

Pelabelan sisi :

fwp,v)=2n—1—i,untuk1<i<n-2

fo,v;)=3n—-3—-i, untukl<i<n-2

I ©

f(vn—lﬂvn) =3n-3
fw,viy) =4n—-5—1i,untuk1 <i<n-3

Karena label-label terkecil diberikan pada himpunan
titik-titik, maka pelabelan ini merupakan pelabelan super.
Selanjutnya dapat dilihat bahwa jumlah muka dalam pada
Pl,, adalah 2n — 5. Muka yang terbentuk dari titik-titik
Vn, Un_1,Vn_2, U, Memiliki bobot 9n — 6. Sebanyak
n—3 muka yang terbentuk dari titik-titik
Y, Vip1, Vnen, Vg, Untuk 1 <1 <n-—3 memiliki bobot
9n — 8 — [, dan sisanya yaitu sebanyak n — 3 muka yang
terbentuk dari titik-titik v;, v, 1, v, v, Untuk 1 < L <n —
3 memiliki bobot 11n — 11 — L.

Perhatikan bahwa:

1. Hanya terdapat 1 muka dengan bobot 9n — 6.
2. Terdapat n — 3 muka dengan bobot 9n — 8 — [, untuk
1<l<n-3,vyaitu:

l=1->9n-8-1=9n-9
l=2->9M—-8-2=9n-10

l=n—-4->9m-8-(n—-4)=8n-4
l=1-3->9m-8-(n—-—3)=8n-5

Sehingga bobot terkecil adalah 8n —5 dan bobot
terbesar adalah 9n — 9.

3. Terdapat n —3 muka dengan bobot 11n —11 —1,
untuk 1 <1 <n-—3,vyaitu:

l=1-11n-11-1=11n-12
l=2-11n-11-2=11n-13

l=n1-4->1In-11-(n—-4)=12n-7
l=n1-3-1In-11-(n-3)=12n-8

Sehingga bobot terkecil adalah 12n — 8 dan bobot
terbesar adalah 11n — 12.

Dapat disimpulkan bahwa untuk n >5dan 1 <1 <
n — 3 bobot-bobot tersebut memenuhi:

MN-8-1<9In-6 <1lln—-11-1

Atau dengan kata lain, setiap muka memiliki bobot yang
berbeda.

Dengan demikian graf Pl, dengan n = 5 memilki
pelabelan super anti-ajaib tipe (1,1,0).

Akibat 3.2
Graf Pl, dengann =5 memiliki pelabelan super anti-
ajaib tipe (1,1,1).
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Kelas Pl,,,, dari graf planar bipartit

Diberikan graf bipartit lengkap K, , (V;,, Uy,)
dengan V,, = {vy, ...,v,} dan U, = {uy,..,u,}. Kelas
graf Pl , mempunyai himpunan titik V =V, U U,, dan
himpunan sisi E = E(Kpyn Vi, U\ (v, u,) : 3 <1<
mdan2<p<n-1}

Jumlah titik dan sisi pada graf Pl,,, adalahm + n dan
2m + 2n — 4.

Selanjutnya algoritma pelukisan
digunakan adalah sebagai berikut :

graf Pl,, yang

1. Tempatkan titik-titik w,,u,, ..., u, Sepanjang garis
horisontal dengan u, sebagai titik ujung kiri dan u,
sebagai titik ujung kanan.

2. Tempatkan titik-titik v, v,,_4, ..., V3, v, S€PaNjang
garis vertikal dengan v; sebagai titik ujung bawah

dan v, sebagai titik ujung atas sedemikian
hingga VU, V-1 -, V3, V1 berada di
atas uq, Uy, ..., Uy,

3. Tempatkan titik v, di bawah Uyp, Up, vy Uy

sedemikian hingga vy, uy, v,, uxyq membentuk muka
dengan panjang 4 untuk 1 < k <n-—1.

)
Gambar 2. Graf PL,, ,,
Teorema 3.3

Graf Pl,, ,, dengan m,n = 3 memiliki pelabelan super
anti-ajaib tipe (1,1,0).
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Bukti.

Diberikan suatu kelas planar Pl,,,(V,E) dengan jumlah
titik m + n vaitu vy, vy, ..., Uy, Ug, Uy, ..., U, dan 2m +
2n — 4 sisi. Didefinisikan fungsi bijektif f:VUE - C
dengan C = {1,2, ...,4n — 6} sebagai berikut :

Pelabelan titik :

fw)=i untukl<i<m,
fw)=i+m untuk1 <i<n.

Pelabelan sisi :

fop,u)=i+m+n, untukl <i<n;
fyu)=i+m+2nuntukl <i<n;
f(ul,vj) =3m+n)+1-2j

untuk 3 < j <m,;
f(un,vj) =3(m+n)+2 - 2j,

untuk 3 < j <m.

Karena label-label terkecil diberikan pada himpunan
titik-titik, maka pelabelan ini merupakan pelabelan super.
Selanjutnya dapat dilihat bahwa jumlah muka dalam pada
Pl , adalah m +n — 3. Muka yang terbentuk dari titik-
titik vy, uy, v3,u,v; memiliki bobot 10(m +n) — 3.
Sebanyak n —1 muka yang terbentuk dari titik-titik
v, U, Vg, Uy, Vg, UNtUK 1 <1 <n-—1 memiliki bobot
6(m+n+1+1), dan sisanya yaitu sebanyak m —3
muka yang terbentuk dari titik-titik — u,, vy, Uy, Vi—1, Uy,
untuk 4 <k <m memiliki bobot 14m + 13n + 10 —
6k.

Dapat dilihat bahwa setiap muka memiliki bobot
yang berbeda, maka graf Pl,, , dengan m,n = 3 memiliki
pelabelan super anti-ajaib tipe (1,1,0).

Akibat 3.4 Graf Pl,, dengan m,n >3 memiliki
pelabelan super anti-ajaib tipe (1,1,1).

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dari penelitian, dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut :

1. Graf Pl,, dengan n = 5 memiliki pelabelan super anti-
ajaib tipe (1,1,0) dan (1,1,1).

2. Graf Pl,,, , dengan n,m = 3 memiliki pelabelan super
anti-ajaib tipe (1,1,0) dan (1,1,1).
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